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Resumen
Se estudia para un conjunto X el conjunto ordenado formado por las colecciones
cerradas para uniones con el orden de la contenencia, se hallan cotas para |CU(X)|,
y se obtienen propiedades para las fibras de la funcio´n generado.
Algunas notaciones
A continuacio´n se presentan algunas notaciones, definiciones y resultados basicos que se
usan en las siguientes secciones.
Cuartetas de colecciones.
Sea X un conjunto, una coleccio´n A sobre X, es un elemento de ℘2 (X) , es decir
A ⊆ ℘ (X).
Si A ∈ ℘2 (X) , la cuarteta de colecciones asociada con A es A cAAc cAc
cA = ℘ (X)−A Ac = {B : cB = X − B ∈ A}
cAc = {B : cB /∈ A} = ℘ (X) −Ac.
Sea A ⊆ X.
La coleccio´n de todos los subconjuntos de A se denota ℘(A).
℘(A) = {B : B ⊆ A}
La coleccio´n de todos los hiperconjuntos de A es H(A).
H(A) = {B : A ⊆ B}.
Resultado
1. |℘(A)| = 2|A| |A| = |Ac|
2. H(A) = ℘(cA)c |H(A)| = 2|X |−|A|.
La coleccio´n de subconjuntos de A de cardinal k se nota ℘k(A)
℘k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| = k} 0 ≤ k ≤ |A| ,
Si {Ak}k∈I es una coleccion de conjuntos disyuntos dos a dos, entonces∣∣⋃
k∈I Ak
∣∣ =∑k∈I |Ak| .
La coleccio´n de subconjuntos de A de cardinal menor que k se nota ℘↓k(A)
℘↓k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| < k}
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La coleccio´n de subconjuntos de A de cardinal mayor que k se denota ℘↑k(A)
℘↑k(A) = {B ∈ ℘ (A) : |B| > k}
Resultado
1. |℘k(A)| =
(|A|
k
)
.
2.℘ (A) =
⊎|A|
k=0 ℘k(A).
Sean A y B conjuntos. A  B denota A es comparable con B, es decir A ⊆ B o
B ⊆ A
℘∗(X) denota la coleccio´n de subconjuntos no vacios de X.
Si A y B son colecciones de conjuntos, Aunionsq B denota:
A unionsq B = {A ∪B : A ∈ A ∧ B ∈ B} .
Resultado
Si para cada A ∈ A y para cada B ∈ B A ∩ B = ∅, entonces |A unionsq B| = |A| |B| .
1. Definicio´n y ejemplos
1.1. Definicio´n
Sea X un conjunto. Una coleccio´n A es cerrada para uniones de pares si A,B ∈ A,
entonces A ∪ B ∈ A.
El conjunto formado por todas las colecciones cerradas para uniones de pares sobre X se
denota por CU(X).
1.2. Ejemplos sobre conjuntos finitos
Si X = ∅ entonces CU(X) = {∅, {∅}}.
Si X = {1}, entonces CU(X) = {∅, {∅}, {∅, X}, {X}}
Sea X = {1, 2}, ℘(X) = {∅, {1}, {2}, {1, 2}},
℘2(X) = {∅, {∅}, {{1}}, {{2}}, {{1, 2}}, {∅, {1}}, {∅, {2}}, {∅, {1, 2}}, {{1}, {2}},
{{1}, {1, 2}}, {{2}{1, 2}}, {∅, {1}, {2}}, {∅, {1}, {1, 2}}, {∅, {2}, {1, 2}},
{{1}, {2}, {1, 2}}, ℘(X)}
Hay un total de 14 colecciones cerradas para uniones.
Las siguientes colecciones no son cerradas para uniones:
{∅, {1}, {2}}, {{1}, {2}}.
1.3. Ejemplos sobre un conjunto arbitrario X
0. ∅, ℘(X) ∈ CU(X).
1. A ∈ ℘(X),℘(A) ∈ CU(X)
2. A ∈ ℘(X), H(A) ∈ CU(X)
3. Sean A,B subconjuntos de X y A ⊆ B. La coleccio´n de todos los subconjuntos de X
que esta´n entre A y B notada [A,B] es cerrada para uniones.
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1.4. Proposicio´n
1. Si una coleccio´n es cerrada para hiperconjuntos es cerrada para uniones.
2. Si A ∈ CU(X) y X es finito, entonces A tiene ma´ximo.
3. Si C ∈ CH(X), A ∈ CU(X)y mı´n(C) ⊆ ma´x(A), entonces A ∪ C ∈ CU(X).
CH(X) denota el conjunto de todas las colecciones linealmente ordenadas o cadenas sobre
X.
4.CH(X) ⊆ CU(X).
5.℘↑k(X) ∈ CU(X), 0 ≤ k < |X|.
Demostracio´n.
2. Toda coleccio´n finita tiene maximales. Supongamos que A,B ∈ ma´x(A), entonces como
A ∈ CU(X), A∪B ∈ A y por A,B ma´x(A), entonces A∪B = A,A∪B = B y A = B.
1.5. Observacio´n
Si ℘↓2(X) ⊆ A y A ∈CU(X) entonces A = ℘(X).
1.6. Proposicio´n
1. Si A ∈ CU(X), entonces A∗ = A−{∅} ∈ CU(X).
2. Si A ∈ CU(X), ∅ /∈ A, entonces A∪{∅} ∈ CU(X)
3. Si X es finito |CU(X)| es un nu´mero par.
Demostracio´n.
3. Sean CU0(X) = {A ∈ CU(X) : ∅ /∈ A} y
CU1(X) = CU0(X) unionsq {∅} = {A∪{∅} : A ∈ CU0(X)} .
|CU0(X)| = |CU1(X)|
CU(X) = CU0(X)
⊎
CU1(X)
|CU(X)| = 2 |CU0(X)| .
2. El conjunto ordenado (CU(X),⊆)
Debido a que el conjunto de colecciones cerradas para uniones esta contenido en el conjunto
de partes de partes de X, ℘2 (X), y este u´ltimo esta ordenado por la inclusio´n, entonces
CU(X) hereda el mismo orden. En el siguiente apartado se enumeran algunas de las
propiedades de este conjunto ordenado.
2.1. Proposicio´n
1. El mı´nimo de CU(X) es la coleccio´n ∅.
2. El ma´ximo de CU(X) es ℘(X).
2.2. Proposicio´n
Sea {Ai}i∈I ⊆ CU(X), entonces
⋂
i∈I
Ai ∈ CU(X).
Demostracio´n.
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Sea {Ai}i∈I una familia de colecciones de CU(X).
A,B ∈ ⋂
i∈I
Ai ⇐⇒ (∀i ∈ I)(A,B ∈ Ai).
⇐⇒ (∀i ∈ I)(A ∪B ∈ Ai) pues ∀i, Ai ∈ CU(X)
=⇒ A ∪B ∈ ∩
i∈I
Ai
Luego
⋂
i∈I
AiCU(X).
2.3. Observacio´n
La familia CU(X) no siempre es cerrada para uniones de pares como se verifica con el
siguiente ejemplo:
Sea X = {1, 2, 3, 4}.
Las colecciones A = {{1}}, B = {{2}} son cerradas para uniones pero
A ∪B = {{1}, {2}} no es cerrada para uniones.
2.4. Proposicio´n
1. Si {Ai}i∈I es una cadena en (CU(X),⊆), entonces ∪
i∈I
Ai ∈ CU(X).
2. El conjunto ordenado (CU(X),⊆) posee elementos maximales.
CU(X)|2|x| ℘(X)
CU(X)|2|x|−1
℘∗(X)
{℘(X) − {{a}} : a ∈ X}
CU(X)|2|x|−2
{℘∗(X) − {{a}} : a ∈ X}
{℘(X)− {{a} , {b}} : a, b ∈ X}
{℘(X) − {{a} , {a, b}} : a, b ∈ X}
...
...
CU(X)|3
{{A,B,C} : {A,B,C} es una cadena}
{{A,B,A∪B} : A  B}
CU(X)|2 {{A,B} : A,B ∈ ℘(X), A  B}
CU(X)|1 {{A} : A ∈ ℘(X)}
CU(X)|0 ∅
2.5. Proposicio´n
Sea CINX = {A ∈ ℘2(X) : A,B ∈ A ⇒ A ∩ B ∈ A} la familia de colecciones cerradas
para intersecciones.
1. A ∈CU(X)⇐⇒Ac ∈ CIN(X)
2.|CU(X)| = |CIN(X)|.
Demostracio´n
1.)=⇒) A,B ∈ Ac ⇐⇒ cA, cB ∈ A =⇒ cA ∪ cB ∈ A =⇒ c(A∩B) ∈ A =⇒ A ∩B ∈ Ac
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⇐=) A,B ∈ A ⇐⇒ cA, cB ∈ Ac =⇒ cA∩ cB ∈ Ac =⇒ c(A∪B) ∈ Ac =⇒ A∪B ∈ A.
3. Algunas propiedades de las colecciones no
cerradas para uniones
Una coleccio´n A es no cerrada para uniones si existen A,B ∈ A y A ∪ B /∈ A.
Denotamos por NCU(X) a la familia de todas las colecciones no cerradas para uniones
sobre un conjunto X.
3.1. Ejemplos de colecciones no cerradas para uniones
1. Si A,B ∈ ℘(X), A y B no son comparables, entonces {A,B} ∈ NCU(X)
2. Si A ∈ ℘(X), |A| > 1, ℘(A)− {A} ∈ NCU(X).
3. Si A ∈ ℘(X), |A| < |X| − 1, H(A)− {X} ∈ NCU(X).
4.Si A ⊆ ℘k(X), k < |X|, |A| ≥ 2,A ∈ NCU(X).
5. Si A ∈ ℘2(X),A = ℘(X) y ℘1(X) ⊆ A, entonces A ∈ NCU(X).
6. Si A,B ∈ ℘(X), A y B no comparables, entonces{A,B} ∪ D ∈ NCU(X), donde
D ∈ ℘(℘(X)− {A ∪B}).
7. Si P es una particio´n de A ⊆ X,P ∈ NCU(X).
3.2. Proposicio´n
1. Si A ∈ ℘↑1(X), entonces FA = H(℘↓2(A))−H(℘(A)) ∈ NCU(X).
2. Si A no es comparable con B, A,B℘↑1(X), entonces FA = FB.
3. Si A no es comparable con B, A,B℘↑1(X), entonces FA ∩ FB = ∅..
Demostracio´n.
1. Sea B ∈ H(℘↓2(A)) − H(℘(A)), entonces como B = ℘(A) existe P ⊆ A, y P /∈ B,
como ℘↓2(A) ⊆ B, {{p} : p ∈ P} ⊆ B y ∪{{p} : p ∈ P} = P /∈ B. luego B no es cerrada
para uniones.
2. Si A no es comparable con B, entonces ℘↓2(A) ∈ FA pero ℘↓2(A) /∈ FB pues
℘↓2(B)  ℘↓2(A).
3. Sean A y B no comparables y Q ∈ FA, entonces ℘↓2(A) ⊆ Q, para cada Q ∈ Q, existe
Q′ = ℘↓2(A) ∈ Q, tal que℘↓2(B)  ℘↓2(A) = Q′, as´ı que Q /∈ FB y FA ∩ FB = ∅.
3.3. Proposicio´n
Sea X un conjunto finito |X| > 1. Para cada 1 ≤ k ≤ n, sea
Ck = ℘↑1(℘k(X)) unionsq ℘∗(℘↓k(X)) = {A ∪ B : A ∈℘↑1(℘k(X)) y B ∈℘∗(℘↓k(X))}
1.Ck ⊆ NCU(X).
2.Si k = j, Ck ∩ Cj = ∅.
3.
∑|X |
k=1 |Ck| ≤ |NCU(X)|.
4.
∑|X |
k=1
(
2(
|X|
k ) − (|X |
k
)− 1) (2Pk−1j=0 (|X|j ) − 1) ≤ |NCU(X)|.
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Demostracio´n.
1. Sea F ∈ Ck, entonces F = A ∪ B, donde la coleccio´n de maximales de F con k elementos
son A y |A| > 2, esto implica que F no es cerrada para uniones.
2. Si F ∈ Ck ∩ Cj , entonces F = A1 ∪B1, y F = A2 ∪ B2, as´ı que los maximales de F de
cardinal k son A1 y los cardinales de F de orden j son A2 con k = jA1 y A2 no vac´ıos lo
cual es una contradiccio´n.
3. Es claro pues la unio´n
⋃|X |
k=1 Ck es disyunta..
4. |Ck ∩ Cj| = |℘↑1(℘k(X))| |℘∗(℘↓k(X))| =
(
2(
|X|
k ) − (|X |
k
)− 1)(2Pk−1j=0 (|X|j ) − 1)
SeanA,B ∈ ℘(X), denotamos por PAB a la coleccio´n ℘(℘(X)−{A,B,A∪B}) y escribimos
A  B para denotar que A no es comparable con B es decir A  B y B  A.
3.4. Proposicio´n
NCU(X) = {{A,B} ∪ D : D ∈ PAB y A,B ∈ ℘(X) y A  B}
Demostracio´n.
=⇒) A ∈NCU(X) ⇐⇒ ∃A,B ∈ A ∧A ∪B /∈ A
=⇒ {{A,B}D : DPABA,B(X)}
⇐=) A ∈ ∪{{A,B} ∪ D : D ∈ PAB ∧A,B ∈ ℘(X)}
=⇒ ∃A,B ∈ ℘(X),A = {A,B} ∪ D, A,B,A∪B ∈ D y A  B.
=⇒ ∃A,B ∈ A ∧A ∪B /∈ A.
3.5. Nota:
Sea X un conjunto finito.
El conjunto ℘k(X) se puede ordenar linealmente:
℘k(X) = {Akj}mkj=1 , donde mk =
(|X |
k
)
.
Con este orden℘∗∗ (X) = ℘(X)− {∅, X}, se puede ordenar linealmente:
℘∗∗ (X) =
|X |−1⋃
k=1
mk⋃
j=1
Akj.
donde Akmk  Ak+1,1 1 ≤ k ≤ |X| − 1.
Redefiniendo los elementos de ℘∗∗(X) en el anterior orden se puede escribir
℘∗∗ (X) = {Bi}2
|X|−2
i=1 .
3.6. Proposicio´n
Sean X un conjunto finito con mas de 1 elemento, |X| = n y
G1 = {B1, B2} unionsq ℘(℘(X) − {B1 ∪ B2}))
Gi = {B2i−1, B2i} unionsq ℘(℘(X)− {Bk}2ik=1 − {B2i−1 ∪ B2i})) 2 ≤ i ≤ 2n−1 − 1.
1.
⋃2n−1−1
i=1 Gi ⊆ NCU(X) y la unio´n es disyunta.
2.
∑2n−1−1
i=1 2
2n−2i−1 ≤ |NCU(X)|.
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3. |CU(X)| ≤ 5
6
22
n
+ 2
3
.
Demostracio´n.
1. Claramente Gi ⊆ NCU(X), 1 ≤ i ≤ 2|X |−1 − 1.
Si i < j, para cada A ∈ Gj, B2j−1, B2j ∈ A y B2i−1, B2i /∈ A, entonces A /∈ Gi y
Gi ∩Gj = ∅.
2. |Gi| = |℘(℘(X)− {Bk}2ik=1 − {B2i−1 ∪B2i}))| = 22n−2i−1∣∣∣⋃2n−1−1i=1 Gi
∣∣∣ =∑2|X|−1−1i=1 22n−2i−1.
3.
∑2n−1−1
i=1 2
2n−2i−1 = 22
|X|−1∑2n−1−1
i=1
1
4i
= 22
n−1
(
1
4
“
1− 1
42
n−1−1
”
1− 1
4
)
= 22
n−1
(
1
3
(
1− 1
42n−1−1
))
= 1
3
22
n−1
(
42
n−1−1−1
42n−1−1
)
= 1
6
22
n − 2
3
Luego |CU(X)| ≤ 22n − (1
6
22
n − 2
3
)
= 5
6
22
n
+ 2
3
.
f (n) = 5
6
22
n
+ 2
3
f (1) = 4 f (2) = 14 f (3) = 214
4. Menor coleccio´n cerrada para uniones que
contiene a una coleccio´n dada
Debido a que no todas las colecciones sobre un conjunto X son cerradas para uniones se
estudiara´ el siguiente problema:
Dada una coleccio´n de conjuntos encontrar la menor coleccio´n cerrada para uniones que
contenga a dicha coleccio´n.
4.1. Proposicio´n
Sea A ∈ ℘2(X)
La coleccio´n ∩{B ∈ CU(X) : A ⊆ B} es cerrada para uniones,
Es decir:
∩{B ∈ CU(X) : A ⊆ B} es la menor coleccio´n de CU(X) que contiene a A.
4.2. Definicio´n
Sea A ∈ ℘2(X). Se define , la coleccio´n generada por A como:
〈A〉 = ∩{B ∈CU(X) : A ⊆ B}
4.3. Ejemplos
1. El generado de una coleccio´n cerrada para uniones es ella misma.
2. El Generado de una coleccio´n unitaria es ella misma
3. Si A y B son subconjuntos no comparables de X,
〈{A,B}〉 = {A,B,A ∪B}.
4.4. Proposicio´n
La funcio´n : 〈〉 : ℘2(X) −→ CU(X)
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A −→ ∩{B ∈CU(X) : A ⊆ B}
satisface las siguientes propiedades:
1.〈∅〉 = ∅.
2. 〈℘(X)〉 = ℘(X).
3.A ⊆ 〈A〉 .
4. La funcio´n 〈〉 es un morfismo de conjuntos ordenados. A ⊆ B =⇒ 〈A〉 ⊆ 〈B〉 .
5. 〈A〉 ∪ 〈B〉 ⊆ 〈A ∪ B〉 .
6. 〈〈A〉〉 = 〈A〉
7. 〈A ∩ B〉 ⊆ 〈A〉 ∩ 〈B〉 .
8. Los puntos fijos de la funcio´n 〈〉 son las colecciones cerradas para uniones.
〈A〉 = A ⇔ A ∈ CU(X)
9.
⋃
i∈I 〈Ai〉 ⊆
〈⋃
i∈IAi
〉
.
5. Fibras de la funcio´n generado
En este apartado se estudian para un conjunto finito, todas las preima´genes de una colec-
cio´n cerrada para uniones, bajo la funcio´n generado.
A continuacio´n se establecen algunas propiedades de las fibras de la funcio´n generado.
5.1. Proposicio´n
F〈〉(A) = {A} ⇐⇒ A ∈ CH(X)
Demostracio´n.
i) Si A ∈ CH(X) y X es finito, entonces < A >= A.
si A,B ∈ A, como A es una cadena se puede suponer A ⊆ B, entonces A ∪ B = B ∈ A.
⇐=) Sea A ∈ CH(X), si < B >= A, con B = A, entonces B ⊆ A luego B ∈ CH(X) y
por
i) < B >= B =A. As´ı que F〈〉(A) = {A}.
=⇒)Sea F〈〉(A) = {A}. Si existenA,B ∈ A, A no comparable con B, entoncesA∪B ∈ A,
pues por hipo´tesisA ∈ CU(X). Sea B = A−{A∪B},B = A y 〈A〉 = 〈B〉 , as´ı que F〈〉(A) =
{A} lo que es una contradiccio´n. Luego todos los elementos de A son comparables y
A ∈ CH(X).
5.2. Proposicio´n
Sean A y B subconjuntos de X.
1. 〈℘1(A)〉 = ℘(A)− {∅}.
2.F〈〉(℘(A)) = {C ∈ ℘2(X) : ℘1(A) ⊆ C ⊆ ℘(A) y ∅ ∈ C}
Demostracio´n.
1. Sea B ∈ ℘(A)− {∅}, Entonces B = ∪{{b} : b ∈ B}, B ⊆ A, {{b} : b ∈ B} ⊆ ℘1(A),
luego B ∈ 〈℘1(A)〉 .
2. Se deduce usando que 〈〉 es morfismo de conjuntos ordenados y 1.
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5.3. Proposicio´n
1. 〈{A ∪ {x} : x /∈ A}〉 = H(A).
2.F〈〉(H(A)) = {C ∈ ℘2(X) : {A ∪ {x} : x /∈ A} ⊆ C ⊆ H(A) y A ∈ C}
Demostracio´n.
1. Sea B ∈ H(A), entonces B = ∪{A ∪ {b} : b ∈ B − A},
{A ∪ {b} : b ∈ B − A} ⊆ {A ∪ {x} : x /∈ A}, luego B ∈ 〈{A ∪ {x} : x /∈ A}〉 .
2. Se deduce usando que 〈〉 es morfismo de conjuntos ordenados y 1.
5.4. Proposicio´n
1. < {A ∪ {x} : x ∈ B − A} >= [A,B].
2.F〈〉([A,B]) = {C ∈ ℘2(X) : {A ∪ {x} : x ∈ B − A} ⊆ C y A ∈ C}
Demostracio´n.
Ana´loga a la de las dos proposiciones anteriores.
5.5. Proposicio´n
1. Sea Ap una coleccio´n de p subconjuntos unitarios de X : Ap = {{xk}}pk=1 , entonces
〈Ap〉 = ℘(P )− {∅}, donde P = {xk}pk=1.
2. Si A′p = {{Ak}}pk=1 ⊆ ℘m(X), 1≤ m ≤ 2|X | − 1, entonces
F〈〉(A′p) =
{⋃
k∈K{Ak} : K ⊆ {1, 2, . . . , p}
}
5.5.1. Proposicio´n
7. Si A ∈ CU(X), entonces la coleccio´n A es el ma´ximo de F〈〉(A).
8. Si D ∈ F〈〉(A), entonces mı´nA ⊆ D.
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